Estadistica

Tema 3

3.1.- Introduccioén.

Objetivo: Encontrar modelos matematicos para el trabajo con probabilidad de sucesos. En
particular, se quiere trabajar con funciones reales de variable real.

Una probabilidad es una funcion P :Q — R, donde Q es un algebra de sucesos. Queremos

Tema 3. VARIABLES ALEATORIAS.

trabajar con probabilidades a partir de funciones F: R—>R.

3.2.- Variables aleatorias.

Idea: Asociar cada resultado del experimento con un nidmero y asi podremos ya trabajar sélo con
nuameros reales. Una variable aleatoria (v.a.) sera una funcién que asigne a cada suceso un

ndmero.

Ejemplo:

1) X1: Sensacion que provocan las asignaturas de matematicas

Asociamos cada respuesta con un nimero, segun se considere que la sensacion es positiva (+1),

negativa (-1) o neutra (0). Por ejemplo:

Sensa Mates
buena
miedo
pesadas
trabajo
mal rollo
no me provocan
desagradable
curiosidad
ninguna
no me gustan
puff

2) X: Numero de caras al lanzar 3 monedas

Opcional:

La formalizacion del concepto de variable aleatoria es la siguiente:

Sucesos
{x,x,x}
{c,x,x}
{x,c,x}
{x,x,c}
{c,c,x}
{x,c,c}
{c,x,c}
{c,c,c}

X
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Definicion.
Sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio y £ un algebra de sucesos
asociado a E. Llamaremos variable aleatoria a una funcién

X:E—> R,
tal que para cualquier intervalo B = (-», b] de la recta real, el sucesz’l(B)eQ siendo

X"l(B)z{a)e E/X(w) e B}.

Ejemplos.

1) X1: Sensacién que provocan las asignaturas de matematicas
Xl’l((—oo,—l]): Xl’l(—l):{miedo, pesadas, mal rollo, puff,..}

(sucesos a los que X1 asigna el valor -1)

2) X: Numero de caras al lanzar 3 monedas
X (oo, 1) = X2 ({0.4)) = {{x x b e xix) fx,e d [xox el

(sucesos a los que X asigna el valor 0 6 1)

(Fin de lo opcional)

Con el concepto de v.a. podemos definir probabilidades asociadas a numeros reales o0 a
intervalos:

P(X =a) =P(X(a)) =P(sucesos que X asocia con el valor a) o bien
P(X € B)=P(X*(B)) = P(sucesos que X asocia con un valor del intervalo B)
Ejemplo:
X: Numero de caras al lanzar 3 monedas

P(X =1)=P(X*({1}))=P({c.xx}.{xc, x},{x,x,c})zg

P(X <) =P(X e(-0,1])=P(X =0 6 X =1) = P({x,%,x},{c, x,x},{X, ¢, x} ,{x,x,¢}) =

oo~

P(X >2)=P(X =3)=P({c,c,c})=

0|

Estudiaremos dos tipos de variables aleatorias:

Discretas: el conjunto de posibles valores que toma la variable es discreto (es decir, finito o
numerable).

Continuas: el conjunto de posibles valores es uno o varios intervalos de la recta real.
Ejemplos:
Discretas:

X: Numero de “caras” al lanzar 3 monedas
(puede tomar solo los valores 0,1,2,3)

X1: Sensacion que provocan las asignaturas de matematicas
(puede tomar sélo los valores -1,0,1)
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X2: Numero de llamadas diarias que se hacen por teléfono moévil
(puede tomar los valores 0,1,2,3,... infinito numerable)

Continuas:

Y1: Estatura de una poblacién (en centimetros)
(puede tomar cualquier valor en el intervalo [0,250] )

Y2: Error cometido al redondear una nota media a un decimal
(puede tomar cualquier valor en el intervalo [-0.05,0.05] )

Y3: Tiempo maximo que he estado hablando por teléfono alguna vez (en minutos)
(puede tomar cualquier valor en el intervalo [0,+x) )

Para cada tipo definiremos a continuacion funciones reales de variable real para trabajar con sus
probabilidades:

¢ Funcidn de masa o distribuciéon de probabilidad para v.a. discretas.
e Funcién de densidad para v.a. continuas.

Y posteriormente definiremos la funcion de distribucion (concepto méas general) que nos
permite trabajar con todas las v.a.

3.3.- Variables aleatorias discretas. Funcion de masa.

Si tenemos una v.a. discreta la forma habitual de describir sus probabilidades es dar la
probabilidad que toma cada uno de los valores que puede tomar:

Ejemplo:
X: Numero de caras al lanzar 3 monedas

P(X :0):%; P(X :1):§;P(X :2):§;P(X :3):%

Z: Numero de tiradas con un dado hasta que nos sale el primer 5 (puede tomar los valores
1,2,3,.. hasta el infinito)

P(X =1) =%; P(X = 2) =(gj%;P(X :3):(%) %;...;P(X =n)=(gjn' %

Lo denominaremos distribucién de probabilidad de X o funcién de masa de X.

Para dar una definicién general, denotaremos por:
° {Xi} a los valores que tienen probabilidad positiva y los denominaremos puntos de

masa de la v.a. X . (i€l siendo I un conjunto finito o numerable.)
« P(X=x)=p, a sus probabilidades respectivas, y al conjunto de todas ellas lo

denominaremos funcidon de masa o distribucion de probabilidad de la v.a. X .

Se cumple que P(X =x)=p;20 y > p =1.

iel
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La funcibn de masa de las variables aleatorias discretas pueden representarse graficamente
mediante un diagrama donde, en el eje OX dibujariamos los distintos puntos de masa de la
variable y en ordenadas las probabilidades correspondientes.

X: n° de caras al tirar 3 monedas

Ejemplo:
X: NUimero de caras al tirar 3 monedas 04 F a . E
> 03}
ol i ]
@ 02F h
Q
o) _
j - - -
9 01}
ok, . . =
0 1 2 3

X

3.4.- Variables aleatorias continuas. Funcién de densidad.

Recordamos que una v.a. X es continua si el conjunto de posibles valores que puede tomar la
variable es uno o varios intervalos de la recta real.

También recordamos que las variables estadisticas continuas se representaban agrupadas en
intervalos, y que asociamos probabilidad con frecuencias relativas. Si se tiene un numero
suficientemente grande de datos, y representamos el histograma de frecuencias relativas
(percentage) con las clases cada vez mas finas, se obtendria el perfil de una curva que es
representativa de la distribucién de las frecuencias de dicha variable. Esta curva sera siempre
positiva (las frecuencias relativas lo son) y “encierra debajo de ella” la suma de todas las
frecuencias relativas (1).

Esta idea nos permite caracterizar la distribucion de probabilidad de las v.a. continuas mediante
una funciéon que denominaremos funcién de densidad.

ok . . . : o
52 62 72 82 92 102

Histogram Density Trace
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Definicion.
Llamamos funciéon de densidad a toda funcion f: R— R que verifica:

o f(x)20, xeR.
o [Tf(t)dt=1.

00

Toda funcion de densidad determina la distribucién de probabilidad de una v.a. continua de la
siguiente forma:

1. P(a<X<b)=[ f(t)dt,¥abeR.
2. P(X=x)=[ f(t)dt=0,vxeR.
3. Entonces P(a<X <b)=P(a<X <b)=P(a<X <h)=P(a<X<b)

Observacion: Los valores exactos de las v.a. continuas tienen probabilidad 0. Sélo hay
probabilidad no nula en intervalos.

Ejemplos.

Y1: Estatura de una poblacion

Histogram Density Trace
006 -_l T T T T T l_-
) 0.05 3 3
g 2 004E E
0 E E
8 c 003F E
© () E 3
o T 002f 3
0.01F E
160 170 180 190 200 ok, . . , , , E
Estatura 160 165 170 175 180 185 190

ESTATURA GM23
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Funcién de densidad:
2
1 - {{x — 1753/6) ~2
#36: F{x) 1= ——— &
6-J(2 -m)
2
I i = {{x - 175)/6) /2
#37: — & =
642wy

Problx < 160) =

160 )
] 1 - {{x — 17536 2
#3g: — .2 dx = B.B06289665322
6-J(2 )
—o
Prob (170 <« x < 180) =
188
2
] 1 - {{x — 17536 ~2
#39: — & dx = B.595343238@
6-J(2 W)
178
P(170<Y1<180)
P(Y1<160)
150 168 1 180 198 168 178 180 198

Y3: Tiempo maximo que he estado hablando por teléfono alguna vez

Histogram Density Trace
(X 0.001)
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Funcién de densidad y probabilidades:

B.815

0 4

1]

P(Y3>60)

% 108 128

B.815

2 - B.84-x
fi{x) := .84 -x-E -CHI{A, x, w0}
L] o
‘l‘ J‘ 2 - B.84-x
Fix) dx = B.B4 -x-& dx = 1
— E
PI¥3x60)=
L]
I Fix) dx = B.3884
68
P(30<Y¥3<e0)=
6l
| £{x) dx = B.3542
Ja
P(¥3«4h )=
45 45
J‘ J‘ 2 - B.84-x
Fex) dx = A.84 -x-& dx = 8.5372
—i0

20

10

P(30<Y3<60)

60 80 100

P(Y3<45)

Y2: error al redondear a un decimal.

La variable puede tomar valores —0.05<x<0.05.

Como la probabilidad es homogénea en todo el intervalo y fuera de él no hay probabilidad, la
densidad sera una funcion constante f(x)=k si —0.05<x<0.05, y sera nula en el resto.

Para hallar el valor de k, utilizamos la propiedad

de que rw f(t)dt=1:

—00

+00 +0.05
[ fmdt=1 [ ‘kdt=1< k-001=1
< k=10

10 si -0.05<x<0.05

Por tanto: f(X) :{
0 resto

iry
1]

8.1

-0.85
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Para calcular probabilidades:

0 -0.05 0
P(Y2<0)= j f(t)dt = j Odt+_[_00510dt =10-0.05=05

P(Y2/<0.01)= P(-0.01<Y2<0.01) = [ '10dt =10-(0.01~ (-0.01)) =0.2

3.5.- Funcion de distribucion de una variable aleatoria.

Para tener una funcién representativa valida para todo tipo de v.a., se define la funcion de
distribucion.

Definicion. Dada una variable aleatoria X, definimos la funcion de distribucion asociada a X a
una funcién F: R — R. definida como

F(x)=P(X <x)

Observacion: La funcion de distribuciobn de una v.a. viene a ser como la distribucion de
frecuencias relativas acumuladas de una variable estadistica.

Ejemplos:

Numero de llamadas diarias que se hacen por teléfono movil

:y Table for Llamadas diarias

Relative Cumulative Cum. Rel.

Ualue Frequency Frequency Frequency Frequency
a 12 a,3877 12 a,3877
1 14 a,3598 26 B,6667
2 7 8,1795 33 B,8462
3 4 a,1826 37 B,9487
4 1 a,8256 38 B,9744
5 1 8,8256 39 1,00880

Si consideramos la v.a. X2: Numero de llamadas diarias que hacen por teléfono movil los
estudiantes del GM23 (curso 200/05), podriamos tomar como
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Distribucién
de
probabilidad

Funcién de distribuciéon

P(X2 = 0)= 0.3077
P(X2 = 1)= 0.3590
P(X2 = 2)=0.1795
P(X2 = 3)=0.1026
F(X)=P(X2<x)=
P(X2 = 4)=0.0256

P(X2 = 5)=0.0256

ZS:P(XZ:n):l

six<0

si
Si
Si
si
si
Si

0<x<1,P(X2=0)

1<x <2, P(X2=0)+P(X2=1)
2<x<3P(X2=0)+..+P(X2=2) =
3<x<4,P(X2=0)+..+P(X2=3)
4<x<5P(X2=0)+..+P(X2=4)
5<x P(X2=0)+...+P(X2=5)

0 six<0
03077 st 0<x<1
06667 si 1<x<2
08462 si 2<x<3
09487 si 3<x<4
09744 si 4<x<5

1 si 5<x

Representaciones graficas

Histograma de frecuencias
relativas acumuladas

Funcién de distribucion

100

percentage
N (2] (0]
222

N
o
————

0;11111111;
10 1 2 3 45 6

Llamadas diarias

Frecuencias relativas acumuladas = Funcién de distribucién

Funcién de distribucién de una v.a. discreta.

e La funcidén de distribucion de una v.a. discreta es una funcién escalonada con “saltos”

en los puntos de masa.
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e Calculo de probabilidades a partir de la funcién de distribucién de una v.a. discreta:

Idea: hay probabilidad en aquellos puntos en los que hay “salto”, y la probabilidad es

precisamente la magnitud del “salto”.

Formalmente, si denotamos F (XO’) =limF(x)=P(X <Xx,), entonces se cumplen las

X—=>Xp

siguientes igualdades:

1. P(X=a)=F(a)-F(a)
2. P(a<X<b)=F(b)-F(a),vabeR.
3. P(asX<h)=F(b)-F(a),vabeR.
4. P(a<X<b)=F(b")-F(a),vabeR.
5. P(asX<b)=F(b')-F(a ),vabeR
Ejemplo:
0 six<0
0.3 si 0<x«<l1
0.7si 1<x<25
Si X es una v.a. con funcion de distribuciéon F(X)=70.8 si 25<x<3
0.95 si 3<x<4
1si 4<x

de probabilidad y las siguientes probabilidades P(X<2), P(1<X<4).

, hallar su distribucion

Hay probabilidad en los puntos donde hay “salto”: 0O, 1, 2.5, 3 y 4. Sus probabilidades son

la magnitud del “salto”:

P(X=0)=0.3-0=0.3
P(X=1)=0.7-0.3=0.4
P(X=2.5)=0.8-0.7=0.1
P(X=3)=0.95-0.8=0.15
P(X=4)=1-0.95=0.05

Para hallar P(X<2), P(1<X<4), lo mas sencillo es ver qué puntos “con probabilidad” cumplen la

condicion dada:

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=0.3+0.4=0.7
P(1<X<4)=P(X=1)+P(X=2.5)+P(X=3)=0.4+0.1+0.15=0.
Funcion de distribucion de una v.a. continua.

Ejemplo: Sea Y2: error al redondear a un decimal.

10 si —0.05<x<0.0

La funcion de densidad es f(X)=
0 resto

10

55

5
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Por definicion, su funcion de distribucion es F(X):P(X SX). Al ser una v.a. continua, las

probabilidades se calculan a partir de la funcién de densidad:
F(x)=P(X<x)=[" f(t)dt.

Como f(x) esta definida a trozos, las probabilidades seran diferentes segun el intervalo en donde
se encuentre Xx:

si x <—-0.05: jﬁx 0 dt
F(x) =" f(t)dt=1si ~0.05<x<0.05: [ 0dt+[ 10t

X -0.05 0.05 X
si x>0.05: I_ 0 dt+j_00510 dt+J-0050 dt

0 si x <—0.05, _ _ 14
F(x)=110-(x+0.05) si —0.05< x <0.05 /
1 si x>0.05
—E:.l —E:EE ﬂ.:EE E.:l

Observamos que F(x) es una funcidén continua, y que es una primitiva de la funcion de densidad,
F'(x) = f(X) (recuérdese el Teorema Fundamental del Calculo).

Estas propiedades son generalizables para cualquier v.a. continua.

Si X es una v.a. continua con funcién de densidad f(x), y F(x) es la funciéon de distribuciéon de X,
se verifica:
X

« F(x)=[ f(t)dt, vxeR

e F es una funcién continua.
e F’'(x)= f(x), en aquellos puntos en donde f(x) es continua.

o P(a<X<b)=[ f(xdx=F(b)-F(a) vabeR
Ejemplos:

Y3: tiempo maximo que he estado hablando por teléfono
La funcién de densidad es f(x) = (0.04)*xe ®** six>0; por tanto:

six<O,I:OOdt _{ 0 Six<0

Fo)=[ f(t)dt= ) o .
Lc Si xZO,f 0 dt+j0 (0.04)%te 0%t 1-0.04e (x+25) six=0

Es una funcién continua, pues es continua en ambos tramos y éstos coinciden en x=0.

Ademas, es facil comprobar que F~ (xX)=f(x).

11
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Histograma de frecuencias relativas Funcion de distribucion
acumuladas

Histogram

percentage

0 40 80 120 160 200
Duracion llamadas

58 i8a8 i5a 288

Para hallar probabilidades a partir de la funcién de distribucioén:
P(30<Y3<60) = F(60) — F(30) = 0.3542

P(Y3<45) = F(45) - F(-©) = F(45) - 0 = F(45) = 0.5372
P(Y3>60) = F(+x) — F(60) = 1 — F(60) = 0.3084

Observacion: En las v.a. continuas no influye que sea > 6 >, pues en un punto aislado la
probabilidad siempre es 0.

Calculo de la funcidon de densidad a partir de la funcién de distribucioén.

Las anteriores propiedades, en particular el que F~ (x)=f(x), nos permite calcular la funcién de
densidad de una v.a. continua a partir de su funcién de distribucion.

0 six<0

1 g2 >0 , es la funcion de distribucién de una v.a., su funcion
—-e SI X2

Por ejemplo, si F(X) 2{

0 six<0

de d idad f(x)=F'(x)=
e densidad es f(X) (%) {ge—“ six>0

Propiedades de las funciones de distribucién (en general)
1. F(—oo):Oy F(—i—oo):l.
2. F es mondtona no decreciente.

3. F es continua por la derecha.

Teorema. Una funcion F: R— R es funcién de distribucién de una variable aleatoria X siy solo
si F cumple las tres propiedades anteriores.

12
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Ejemplo:

De las funciones representadas graficamente a continuacion, la de la derecha no es funcién de
distribucion pues no es mondtona (entre 2 y 3 es mayor que 1, y luego decrece para valer 1 del 3
en adelante).

Las otras dos si son funciones de distribucion, la de la izquierda de una v.a. continua (pues
continua) y la del centro de una v.a. discreta (escalonada).

0.8 01

D&

0.6
! y 0.6

0.41
0.47

0.29
0.24 0.2

3.6.- Transformaciones de variables aleatorias.

Dada X una v.a., nos interesa estudiar Y = g(X) y obtener su distribucién de probabilidad en el
caso de que Y sea una v.a.

e si X es discreta, Y es discreta.
e si X es continua, Y puede ser discreta o continua, dependiendo de quién sea g.
El método general se basa en
P(Y=y)=P(X=g"(y)) obien P(YeB)=P(Xeg(B)).
e si Y es discreta hallaremos su distribucién de probabilidad y

e si Y es continua conviene trabajar con la funcién de distribucion.

Ejemplos: Problemas 6d)y 7.

3.7.- Independencia de variables aleatorias.

Dos v.a. X e Y son independientes si el conocimiento de una de ellas no aporta informaciéon
respecto de los valores de la otra.

13
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La formalizacion de esta idea para v.a. se escapa de las posibilidades de este curso. Si se utilizara
la propiedad de que, cuando hay independencia, la probabilidad de la interseccion es el
producto de las probabilidades.

3.8.- Esperanza y varianza de funciones de variables aleatorias.

Las medidas de posicion, dispersion y asimetria que se estudiaron para variables estadisticas
se pueden definir también de forma analoga para v.a.

Medidas de posicion frecuencia probabilidad densidad
relativa \
Medida de . . .
posicién Variable estadlstR / V.a. discreta V.a. contlnu
A 4
k
Media o g 1 n;
X==>» X =) X|—
esperanza n&s’t ,Z_;‘ n u=E(X) =Z @ J. @dx
iel
Propiedades aX +b =aX +b E[aX +b]=aE[X]+b
de la media — —
/ esperanza | X, +...+a X, =a X, +...+a X, E[aX,+...+a,X,]=a,E[X,]+...+a,E[X,].

P(X <Me)s% y P(X > Me)s%
Es un valor tal que, ordenados en

magnitud los datos,

. ) Me tal que:
Mediana el 50% es menor que él y el 50%

Conocida la funcién de distribucion F, buscamos

mayor. v.a. discretas v.a. continuas

1 1 1
F(Me )<=y F(Me)>= F(Me)==,
(Me”) 5 Y (Me) > (Me) 5

P(X<x,)<ayP(X>x,)<l-a

Cuantiles magnitud los datos, el 100a0% es X, tal que:

Es un valor tal que, ordenados en | Conocida la funcién de distribucion F, buscamos

de orden « menor que él y el resto mayor. ]
v.a. discretas v.a. continuas

F(x, )<ayF(x,)za F(x,))=«

Ejemplos:
Hallar media, mediana y los cuartiles de:
Y2: error al redondear a un decimal.

Recordamos que la funcién de densidad es f(x)=10 si —0.05<x<0.05, y su funcién de distribuciéon

0 si x <-0.05,
F(x)=<10-(x+0.05) si —0.05<x<0.05 .
1 si x>0.05

14
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. 0.05 2 0.05
E(X) =" xf(dx = x.lde={10X—} =0
—n -0.05 2

—-0.05

Para hallar la mediana, igual que en descriptiva mirabamos las frecuencias relativas acumuladas,
ahora observamos los valores de la funciéon de distribucién; en concreto buscamos cuando toma
el valor 0.5. En este caso, buscamos el valor Me tal que:

F(Me)=0.5 < 10(Me +0.05)=0.5 < Me=0.
Para los cuarteles, buscamos:
Q:: F(Q1)=0.25 < 10(Q;+0.05)=0.25 < Q;=-0.025
Qs: F(Q3)=0.75 < 10(Q3+0.05)=0.75 < Q3=0.025.

(Si no se conoce la funcion de distribuciéon, también se pueden hallar resolviendo las ecuaciones:

[" f()dx=05 < [ 10dx=0.5 < 10(Me+0.05)=0.5 = Me=0

ol Q3
Analogamente se resolverian: J: f (x)dx =0.25; .[7 f(x)dx=0.75.)

X: nimero de caras al lanzar 3 monedas

Recordamos su distribucion de probabilidad y funcién de distribucion:

Distribucion de

probabilidad Funcion de distribucion

0 s x<0 0 s x<0

1/8 si 0<x<1 0125si 0<x<1
F(X)=44/8 si 1<x<2 =405 s 1<x<2
7/8 sl 2<x<3 08758 2<x<3

P(X =0) = 1/8
P(X =1) = 3/8

P(X = 2) = 3/8

P(X=3)=1/8 1 si 3<x 1 si 3<x
Tenemos:
3 3 1 12
E(X)=0-P(X =0)+1-P(X =D+ 2-P(X =2)+3-P(X =3) =1-2+2-2+3- === =15

En el caso discreto, para hallar la mediana buscamos Me tal que:
U1 1
F(Me )SE y F(Me)zz

En este caso, como F(x)=0.5 si 1<x<2, cualquier valor del intervalo [1,2) verifica la propiedad de
la mediana. En estos casos, tomaremos como valor de la mediana el punto medio de dicho
intervalo, Me=1.5.

Q1=1:
Si buscamos F(x)=0.25, coincide con el “salto” en x=1; esto es equivalente a verificar:
F(1)=0.125<0.25y F(1)=0.5 > 0.25.

Qs=2:
Si buscamos F(x)=0.75, coincide con el “salto” en x=2 ; esto es equivalente a verificar:
F(2)=0.5<0.75y F(2)=0.875 > 0.75.

15
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Interpretacion de las medidas de posicion de una v.a.:
Y3: Tiempo maximo que he estado hablando por teléfono
Hacemos los siguientes calculos con DERIVE:

2 - 8.84-x

I w-F{x)» dx = 508

8
- B.84-x 1
F{x} :=1 — B.84-2 [x + ]
A.04

NSOLUE(F(x)> = B.5, x, B, 188)

x = 41.95867478
NSOLUE(F(x)> = B.25, x, B, 188)

x = 24.83196990
NSOLUE(F(x)> = B.75, x, B, 188)

x = 67.31586456

Si la media es 50, quiere decir que tiempo medio que, como maximo, ha estado un estudiante
hablando por teléfono es de 50 minutos.

Para los cuantiles, la interpretacion se hace en términos de probabilidad:

e sila mediana es 41.96, se puede decir que:
0 la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea menor que 41.96 minutos
es del 50%;
o0 la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea mayor que 41.96 minutos
es del 50%;
0 (redondeando) la probabilidad de que la maxima duracién de una llamada sea mayor
de 40 minutos es de mas del 50%.
e si el primer cuartil es 24.03, se puede decir que:
0 la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea menor que 24.03 minutos
es del 25%;
o0 la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea mayor que 24.03 minutos
es del 75%;
0 (redondeando) que la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea
menor de 25 minutos es mayor del 25%.
e sijel tercer cuartil es 67.31, se puede decir que:
o0 la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea menor que 67.31 minutos
es del 75%;
0 la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea mayor que 67.31 minutos
es del 25%;
0 (redondeando) que la probabilidad de que el tiempo maximo de una llamada sea
mayor que 1 hora, es de mas del 25%.

Teorema Sea X una variable aleatoria cualquiera y sea Y = g(X) una transformacion de X tal que
Y es una variable aleatoria. Entonces,

ig(xi)pi si X es discreta
E[g(X)]= i=1
[~ 90)f (x)dx si X es continua

Ejemplos: Problemas 6 d) y 7.
16
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Definiciones.

Dada una v.a. X llamamos momento respecto al origen de orden k a

o =E[X*],vk=12,...

Dada una v.a. X con esperanza u , llamamos momento respecto a la media de orden k a
k
u =E[(X-p) | vk=12...

La utilidad de los momentos de una variable aleatoria se vera mas adelante en el tema de
estimacion puntual.

Medidas de dispersion

(l;/!edida_c,ie Variable estadistica V.a. discreta V.a. continua
ispersion
V(X) = x)? T V(X)=o? =E[(X-u)’]
Varianza ( )_Z(Xi - X) n -
=200y | =7 (x= ) f (x)0x
i1 -
* V(x)=0. .« V(X)20.
1 . 2
Propiedades ° V(X)ZHZXiZ_XZ ° V(X)=E[X2]—(E[X])
d I le B
variear?za e V(aX+b)=aVv(X) . V.(aX +b)—.an(X) |
o V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) |* f/' (Xxe+YYS)o:\;rz<;l(e)p+e\7$<)antes.
Desviacion dt =V (X) o= N (X)
tipica
Coeficiente X
de variacion Ccv :d—_t CV = (X) _o
de Pearson X E[X] u«

Ejemplos:
Hallar varianza, desviacion tipica y coeficiente de variacion de:

1) X: ndmero de caras al lanzar 3 monedas

Recordamos su distribucion de probabilidad: P(X=0)=P(X=3)=1/8; P(X=1)=P(X=2)=3/8; y que
la esperanza es E(X)=1.5.
V(X)=E(X*)-E(X)*=(0*-P(X =0)+1*-P(X =1)+2°-P(X =2)+3° - P(X =3))-(15)" =
1

:(12 -§+22 -§+32 -gj—(l.s)2 =075

17
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Por tanto: V(X)= 0.75; o =V (X)=0.866 ; CV= 0.866/1.5=0.58 (58%)

2) Y2: error al redondear a un decimal.

Recordamos que la funcién de densidad es f(x)=10 si —0.05<x<0.05, y su funcién de distribuciéon

0 si x <—0.05,
F(x)=410-(x+0.05) si —-0.05<x<0.05 .
1 si x>0.05

3 0.05
V(X)=E(X?)-E(X)? = (jw X2 f (x)dx)—o2 =" x*-10dx= {10%} — 000083333
-0.05

o=,V (X)=0.029 ;

En este caso, como E(Y2)=0, no tiene sentido hallar el coeficiente de variacion.

3) Y3: tiempo maximo que he estado hablando por teléfono

—-0.04x

Teniendo que la densidad es f(x) =(0.04)° xe si x>0, calculamos V(Y3):

w

J‘ 2 2
a ¥ -F{x) dx — 58 = 1258
Por tanto, V(Y3)=1250; o =+/12500 =35.35 minutos; CV= 35.35/50=0.71 (71%)

Interpretacion grafica de la media y la desviacion tipica

18



Estadistica Tema 3

Curso 2006/07

=
w

Medias iguales y distinta
desviacion tipica

Medias distintas e igual
desviacion tipica

Medidas de asimetria

Me_dida (,je Variable estadistica Variable aleatoria
asimetria
Coeficiente de _ 3( = Me
asimetria de _3(X -Me) P :M
CAP=——~ o
Pearson dt
Coeficiente de Ezn:(x ~X)® E[(X —ﬂ)q
asimetria de CAF = N3 ' F— _H
Fisher - (dt)3 O_3 US
e CAP>006CAF>0: e P>0060F>0:
asimétrica a la derecha asimétrica a la derecha
Interpretacion e CAP<006CAF<O: e P<00OF<O:

asimétrica a la izquierda
e CAP =06 CAF = 0: simétrica

asimétrica a la izquierda
P =00 F = 0: simétrica

19
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a.4 5 5
Ejemplos: = =
1) X: numero de caras al lanzar 3 monedas I
Graficamente se ve que la distribucion es simétrica. la o
También se comprueba con los coeficientes:
1a.1 .
CAP=0 pues E(X)=Me=1.5.
Ademas, también CAF=0, pues:
1 2 3

E((X-15)°)=((0-15)*-P(X =0)+(1-15)’-P(X =1)+(2-1.5)*-P(X =2)+(3-15)’-P(X =3)) =

3.1 3.3 3.3 3. 1) _

iry
&

2) Y2: error al redondear a un decimal.
Graficamente se ve que la distribucidon es simétrica.
También se comprueba con los coeficientes:

CAP=0 pues E(X)=Me=0.

-8.85 8.85

Ademas, también CAF=0, pues:

; ; . 005 o 0.05
E((X-0)*)=E(X ):Lx f(x)dx:J:O_OSx -10dx{107} =0

-0.05

3) Y3: tiempo maximo que he estado hablando por teléfono

Observando la grafica de la funcién de densidad
se observa una clara asimetria a la derecha.
Esto se corrobora calculando los coeficientes,
que en ambos casos tienen valores positivos.

CAP= 3(50-41.95)/(35.35)= 0.68 > 0

5@ 1090 158 200

Teniendo que la densidad es
f (x) = (0.04)*xe *** si x>0, el coeficiente de asimetria de Fisher, CAF, viene dado por:

o
3
I {x — 58 -£{x) dx
a
= 1.414854443

3
35.35
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